


Aula 5: Ordenações restritas 
(canônicas)

Cap. 11 Legendre & Legendre



Ao final desta aula você deverá ter 
compreendido

• CCA

• RDA

• LDA

• Análises parciais (pRDA, pCCA)

• RDA de consenso (Breve comentário)

• db-RDA



Objetivo

• Usada principalmente em estudos ecológicos
para avaliar a relação das espécies com o
ambiente.

Chamadas de análises diretas de gradiente, que utiliza
gráficos simples para reduzir e revelar a estrutura de dados
multivariados.



Fig. 10.4 L&L



Quando usar?

XnYn
Explicada

Y contém todas as variáveis: RDA ou CCA

Y contém uma classificação do objetos: LDA

Assimétricas

XnYn
O que há em comumSimétricas



Análises canônicas

Assimétricas: 

üAnálise de Correspondência
Canônica; 

ü Análise de Redundância;

ü Análise de Discriminante 
Linear;

Simétricas:

ü Análise de Correlação 
Canônica;

üAnálise de Co-Inércia.

ü Procrustes



O que as análises assimétricas fazem?

• Diferentemente da análise de gradiente
indireto, utilizam uma matriz de variáveis
preditoras (gradientes) para explicar a
distribuição dos dados de uma matriz
resposta;

• Combinam os conceitos de ordenação e
regressão;

• É feita uma regressão/correlação entre a



Fig. 11.1 L&L



Qual o propósito dessas análises?

• Comumente usadas para entender a relação entre
composição da comunidade e variáveis ambientais;

• Incorporam dados ambientais na análise para produzir
um diagrama de ordenação mostrando a relação entre
as espécies e variáveis ambientais, reduzindo a
dimensionalidade dos dados.

• Na ordenação, os eixos são combinações lineares das

variáveis ambientais (gradiente) e as espécies são a

resposta a esse gradiente.



Vantagens

• Assume uma relação causal entre a variável 
dependente e independente;

• Pode analisar os dados de maneira exploratória;

• Permite testar hipóteses definidas a priori.



O que é necessário?

• 1. Matriz dependente (Y) – usualmente composta por
dados de composição de espécies (binários ou
quantitativos)

• 2. Matriz independente (X) – usualmente um conjunto
de variáveis ambientais.

Obrigatoriamente as matrizes deverão conter o mesmo numero de linhas, ou 
seja, de réplicas e a ordem deve ser a mesma entre as duas matrizes Y e X. 



Pressupostos

• Dados dimensionalmente homogêneos, ou seja, as 
variáveis ambientais devem estar padronizadas;

• Preditoras podem ser quantitativas ou qualitativas 
(multiestado ou binárias/dummy)

• Ausência de multicolinearidade;

• A matriz com as variáveis independentes (preditoras) 
não deve conter mais do que 1/3 da quantidade de 
variáveis da matriz de dados dependentes.



Canonical Correlation Analysis - CCA

Assume uma relação linear entre a 

variável dependente e independente

Assume uma relação unimodal entre a variável resposta (e.g., 

abundância de espécies) e variável dependente (variáveis 

ambientais)

Redundancy Analysis - RDA

Redundância = variância explicada



Provete et al. 2011



Provete et al. 2011

Densidade de vegetação



Provete et al. 2011

Densidade de vegetação

Tipos de vegetação



Provete et al. 2011
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Tipos de vegetação

Porcentagem 
da superfície da 

poça exposta



Provete et al. 2011

Densidade de vegetação

Tipos de vegetação

Porcentagem 
da superfície da 

poça exposta



Densidade de vegetação

Tipos de vegetação

Porcentagem 
da superfície da 

poça exposta

X

Y



Resposta de comunidades biológicas

Principal questão

A variação ambiental influencia a composição de espécies?



Utilizada para testar a relação entre a composição 

de espécies  e as características ambientais

Redundancy Analysis - RDA



XY1

Regressão múltipla – variável dependente UNIVARIADA (vetor)

XYn

RDA – variável dependente MULTIVARIADA (matriz)

~

~



L&L 2012

!!Lembre-se de padronizar as 
variáveis preditoras e

eliminar multicolinearidade!!



Simples assim?





Tudo bem então, vejamos a RDA passo 
a passo...



RDA

X

Variáveis x1 até xm

Passo 1: Regressão múltipla de cada variável de Y contra a 

matriz X (descritores).
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Variáveis y1 até yp

Ŷ Yres
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Ŷ

X1

Y1

X2

Imagine que essa linha é
um plano hiperdimensional
(não me pergunte como se
faz isso)



Escrevendo a equação de um modelo 
linear (OLS) na forma de matriz



Slide M. Collyer



Regressão múltipla (OLS) em cada 
variável individual de Y

Como as variáveis nas matrizes X e 
Y são centralizadas pela média, não 

existe intercepto na equação



B = Valores preditos

X1

Y1

X2



RDA

Passo 2: PCA dos valores preditos de Y: Ŷ.

PCA
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RDA e CCA
Passo 2: Ordenação dos valores preditos de Y.

PCA
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Redução do espaço multidimensional,

exibindo os objetos, variáveis resposta e

exploratórias para os eixos mais

importantes.

Ŷ



RDA

Autovetores

Variáveis x1 até xm

Y

O
b

je
to

s
 1
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 n

Variáveis y1 até yp
Passo 2: Combinação linear 

de Y restrita pelos 

autovetores da matriz 

resposta.

No vegan chamado de “site 

scores”



RDA

Autovetores

Variáveis x1 até xm

Passo 2: Combinação linear 

dos valores preditos de Y com 

os autovetores

No vegan chamado de “site 

constraints”

Ŷ

Fitted site constraints

Distribuição de espécies 

predita pelo ambiente



RDA e CCA

Autovetores

Variáveis x1 até xm

RDA: o resultado são 

combinações lineares 

entre Y e X.

Distribuição de espécies 

predita pelo ambiente

^

Ŷ

CCA: o resultado são 

relações ponderadas 

entre Y e X.



Diferença entre RDA e CCA

• CCA é a forma ponderada da RDA

– Regressão múltipla ponderada

– Combinações lineares são ponderadas pelas linhas 
da matriz preditora X

• Preserva a distância de 𝝌2 entre linhas da 
matriz dependente



Como avaliar se o modelo é 
adequado?



A PCA do Passo 2 só é feita se for 
encontrada uma relação significativa 
entre a matriz X e Y. Mas como medir 

a proporção de variação explicada? 

R2 canônico

R2 canônico ajustado 



R2 ajustado canônico

• Valor mínimo não é zero, depende do número 
de variáveis preditoras e amostras

• O R2 ajustado, junto com o teste de 
significância do eixo, pode também ser usado 
para escolher entre CCA vs. RDA

• Gradiente curto vs. longo

• Prefira o modelo que tenha maior explicação



Teste F
• É possível também calcular uma estatística F, e 

seu valor de P associado

• Testa significância da relação entre matrizes no 
modelo RDA/CCA

• Usado para determinar a significância do 
modelo



Testar significância dos eixos

• Testa se a quantidade de variação capturada 
no eixo é maior do que o esperado ao acaso

• Quantos eixos devem ser interpretados

– vegan::anova.cca(..., by=“axis”)

– vegan::anova.cca(..., by=“margin”)

• Fornece o valor de P para cada variável explanatória

p. 634-5 L&L



Como interpretar um Triplot?



Como interpretar um Triplot?

• 3 informações: locais, variáveis preditoras (e.g., 
variáveis ambientais) e respostas (e.g., 
espécies)

• Distâncias no diagrama aproximam distância 
Euclidiana na RDA e 𝝌2 na CCA 

• Dois tipos de scaling
1. Foca nos objetos

1. Útil quando se tem muita variáveis categóricas

2. Foca nas variáveis
1. Útil para variáveis quantitativas
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Scaling 2:
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variáveis reflete 
sua correlação 
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Abundância da 
espécie ao longo da 
variável



Projetando uma 
variável indica a 
correlação dela 
com o eixo de 
ordenação



Como interpretar um triplot de CCA?

• No Scaling 2

• Projetar o objeto perpendicularmente à seta 
da variável quantitativa fornece o valor ótimo 
da espécie (nicho) ao longo daquela variável





Abundância de espécies na RDA

• Como vimos na aula anterior, matrizes com  
abundância de espécies geralmente contêm 
muitos zeros, isso pode gerar problemas em 
análises canônicas

• Torna as distâncias não-métricas

• RDA preserva distâncias Euclidianas

• Solução: transformar matriz de composição de 
espécies por Hellinger ou Chord (veja aula 2)



X =

Explanatory

variables

Y = Raw data

(sites x species)

Short gradients: CCA or RDA

Long gradients: CCA

Constrained ordination of species data

(d) Classical approach

(e) Transformation-based approach (tb-RDA)

(f) Distance-based approach (db-RDA)

Raw data

(sites x species)

X =

Explanatory

variables

Y=Transformed

data

(sites x species)

RDA

Raw data

(sites x species)

Distance

matrix

X =

Explanatory

variables

Y =

(sites x

principal coord.)

PCoA

RDA

Representation of elements:

Species = arrows

Sites = symbols

Explanatory variables = lines

Canonical
ordination triplot

Sites = symbols

L&L 2012



Quando usar uma CCA ou uma RDA?



McCune & Grace 2002



https://www.davidzeleny.net/anadat-r/doku.php/en:ordination

RDAIsto é um 

trabalho para:

CCA



Como vou saber se o gradiente é longo 
ou curto, ora bolas?

• Faça uma DCA

• O comprimento do DCA1 é muito útil para 
determinar o comprimento do gradiente 
ambiental

– Gradiente unimodal => 4 SD

• Comprimento aproximado em que espécies substituem 
totalmente uma a outra

– Gradiente linear => 1-3 SD

• Mudança de metade da composição ocorre 1 - 1.4 SD

p. 486 L&L



Quais e quantas variáveis incluir no 
modelo?



Slide P. Legendre



Slide P. Legendre



Slide P. Legendre



Slide P. Legendre



Slide P. Legendre



Slide P. Legendre



distance-based RDA

• Permite usar qualquer matriz de distância 
para relacionar com variáveis ambientais ou 
espaciais (e.g., MEMs)



X =

Explanatory

variables

Y = Raw data

(sites x species)

Short gradients: CCA or RDA

Long gradients: CCA

Constrained ordination of species data

(d) Classical approach

(e) Transformation-based approach (tb-RDA)

(f) Distance-based approach (db-RDA)

Raw data

(sites x species)
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Explanatory

variables

Y=Transformed
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(sites x species)

RDA

Raw data

(sites x species)

Distance

matrix

X =

Explanatory
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principal coord.)

PCoA

RDA

Representation of elements:

Species = arrows

Sites = symbols

Explanatory variables = lines

Canonical
ordination triplot

Sites = symbols

L&L 2012



• Permite particionar a 
SQ de uma matriz de 
distância (analisada 
com PCoA) entre 
fatores. 

• Também é útil quando a 
matriz preditora
contém variáveis 
contínuas

• Artigo original fornece 
método para escolher 
quantos eixos incluir no 
modelo final



PCoA+CCorA (CDA)=CAP



Como escolher entre tb-RDA e db-RDA?

• As duas fornecem resultados equivalentes
– Quando usado distância Euclidiana=RDA simples

• db-RDA deve ser usada somente em análises envolvendo 
funções de distância que não podem ser obtidas por 
transformações (veja aula 2), p.ex., dados binários
– Jaccard

– Sørensen

– Distância geodésica

– Percentage difference (Bray-Curtis)

– Whittaker

– Canberra

– Mahalanobis

– Gower
p. 648-9 L&L



RDA & CCA parciais

p. 649-61 L&L



PRIMEIRA LEI DA GEOGRAFIA: “Tudo está relacionado com tudo, mas 

coisas próximas são mais parecidas do que coisas distantes”



hqworld.net



A autocorrelação espacial é um 

problema para testes estatísticos pois 

dados autocorrelacionados violam o 

pressuposto de independência da 

maioria dos procedimento estatísticos. 

Ver cap. 13 L&L



2002

2004

Ver cap. 14 L&L



PCNM ======= dbMEM

Ver cap. 14 L&L



dbMEM através de um exemplo numérico

Ver cap. 14 L&L



dbMEM através de um exemplo numérico

1º passo: calcular a distância entre os pontos



dbMEM através de um exemplo numérico

D



dbMEM através de um exemplo numérico

2º passo: escolher a distância de truncamento ou de 

separação baseado numa Minimum Spanning Tree = 

truncate distance

- o valor que separa é chamado de thresh

O valor thresh separa as distâncias em dois grupos:

pequena e grande

Ver cap. 14 L&L



dbMEM através de um exemplo numérico

Ver cap. 14 L&L



PCoA

Ver cap. 14 L&L
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• Generalização dos dbMEM para qualquer rede 
de distância

• Dray et al. (2006) => Unifica a abordagem dos 
filtros espaciais (Griffith 2000) e Borcard & 
Legendre (2002)

• Passam a se chamar MEM => Moran 
Eigenvector Maps

Ver cap. 14 L&L



Dray et al. 2012
Redes de conectividade 

irregulares

Redes de conectividade regulares

Contexto da paisagem

Borcard et al. 2018L&L 2012



Qual método posso relacionar a contribuição relativa da 

variação ambiental e espacial na composição de espécies?





Partição de variância com RDA parcial

• Permite controlar covariáveis que quando 
analisando o efeito de X em Y:

– Ex.: TEMPO, ESPAÇO, filogenia

• Saber o efeito isolado de um conjunto de 
variáveis

• Controlar para desenhos aninhados, medidas 
repetidas, e blocos



Análises canônicas parciais

X
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Composição Ambiente Espaço





RDA parcial

X

Variáveis x1 até xm

Y
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Variáveis y1 até yp

W
covariável

Variáveis w1 até wq

Controlando por W

~



1º passo

Resíduo = Yres|w

Y

1 p

W
covariável

1 q



Resíduo = Xres|w

2º passo

W
covariável

1 q

X



Yres|w Xres|w
RDA

Xres|w

Variação ambiental não 

explicada pelo espaço

3º passo



Y Xres|w
RDA

Xres|w

Variação ambiental não 

explicada pelo espaço

OU 3º passo



Em quais casos devo usar a RDA ou CCA parcial?

• Ambas são utilizadas quando desejamos 
controlar ou particionar uma variável que 
também afeta a variável resposta;

• RDA – assume relação linear entre espécies-
ambiente;

• CCA – assume relação unimodal entre espécies-
ambiente



rda (mite.pad, mite.env, mite.pcnm)

XY W
covariável

~

rda (mite.pad~SubsDens+WatrCont+Condition

(V1+V2+V3))



XY W
covariável

~

Variância total explicada

Variância explicada por X e W

Variância explicada SOMENTE por
X



Partição de variância

- Testa se dois diferentes grupos de variáveis (X e W) são 

redundantes ou se cada um deles explica aspectos únicos da 

composição de espécies.



Partição de variância

X
ambiental

Y

W
espacial



Partição de variância e cálculo do R2 

canônico parcial

Y (composição espécies)

Ecology, 87(10), 2006, pp. 2614–2625
! 2006 by the Ecological Society of America

VARIATION PARTITIONING OF SPECIES DATA MATRICES:

ESTIMATION AND COMPARISON OF FRACTIONS

PEDRO R. PERES-NETO,1 PIERRE LEGENDRE, STÉPHANE DRAY, AND DANIEL BORCARD

MACROECOLOGICAL
METHODS

Estimating and controlling for

spatial structure in the study of

ecological communitiesgeb_506 174..184

Pedro R. Peres-Neto1* and Pierre Legendre2

Global Ecology and Biogeography, (Global Ecol. Biogeogr.) (2010) 19, 174–184



R2 canônico parcial



Passo 1: regressão de Y ~ X

XY ~ R2
YX

= a + b



Passo 2: regressão de Y ~ W

WY ~ R2
YW

= b + c



Passo 3: regressão de Y ~ X

XY ~

R2
YXW

= a + b + c

W+



Passo 4: valores individuais - a, b, c

[a] = R2
YXW

- R2
YW



Passo 4: valores individuais - a, b, c

[a] = R
YXW

2 - R
YW

2

[b] = R2
YX

+    R2
YW

- R2
YXW



Passo 4: valores individuais - a, b, c

[a] = R
YXW

2 - R
YW

2

[b] = R
YX

2      +    R
YW

2        - R
YXW

2

[c] = R2
YXW

- R2
YX



Passo 5: variação residual = d

[d] = 1 – ([a]+[b]+[c])



Partição de variância

25% 18%22% 37%

Variação ambiental 

espacialmente estruturada



Partição de variância

Y

varpart(mite, ~., mite.pcnm, data=mite.env, transfo="hel")

‘



Linear Discriminant Analysis (LDA)



Quando usar?

• Testar o pertencimento de objetos a grupos

• Discriminar descritores (e.g., variáveis 
ambientais) entre grupos de locais para 
encontrar padrão comum a cada grupo 

• Testar se indivíduos pertencem a OTUs ou 
grupos de espécies

• Tem sido muito usada recentemente em 
aprendizado de máquina para predizer 
comportamentos (alô Netflix)



Como funciona?

• Sinônimo de Canonical Variate Analysis (CVA)

• Objetos da matriz resposta Y são divididos em k
grupos, descritos por uma variável qualitativa

• O método então procura combinações lineares 
de variáveis explanatórias da matriz X que 
expliquem a classificação em Y maximizando a 
dispersão dos centroides dos grupos k

– Ou seja, tenta separar o máximo possível os objetos

– Preserva a distância de Mahalanobis

p. 673-90 L&L



Distância de Mahalanobis

Variância conjunta 
dentro dos dois grupos 

de objetos

Vetor dos valores absolutos das 
diferenças entre as médias das 

variáveis nos grupos

X1 e x2 são os grupos de objetos





Combinação linear 
que indica a posição 

de cada objeto ao 
longo do eixo

Novo eixo que 
maximiza a separação 

dos grupos

Histogramas mostrando 
que há sobreposição nas 
observações dos grupos



1. Calcula a separação entre diferentes grupos
(=estimativa da variância entre grupos)

2. Calcula variância dentro dos grupos 
(=distância entre cada observação e o centroide)

3. Constrói um espaço reduzido (canônico) que 
maximiza o Passo 1 (variância entre grupos) e 
minimiza Passo 2 (variância dentro de grupos).

4. Encontrar a posição dos objetos (scores) no 
espaço reduzido definido pelos eixos.

O LDA1 indica a direção de maior variação 
entre centroides dos grupos





Como funciona?

• Estatísticas da LDA

• Lambda de Wilks’ => testa se a posição dos 
centroides dos grupos diferem 
significativamente

– Varia de 0 (máxima dispersão) a 1 (ausência de 
dispersão entre grupos)



Podemos usar LDA para classificar 
novos objetos

• Discriminant (identification) functions
– Usadas para posicionar novos objetos no espaço 

reduzido
– Calcula score, objeto é atribuído ao grupo com maior 

score
– Mesmo raciocínio da regressão linear (múltipla)

• Classification table
– Compara a classificação original dos grupos com a 

atribuição feita pela função de classificação
– Podemos testar a efetividade da classificação 

calculando a distância de Malahanobis entre grupos
• Distâncias > 3 indicam boa separação 



p. 686 L&L



Pressupostos

• Distribuição de frequência dentro dos grupos 
segue distribuição normal (Gaussiana)

• Homogeneidade de variância dentro de 
grupos

– vegan::betadisper



Rápido comentário sobre métodos 
alternativos



Análise de Correlação Canônica 
(CCorA)

• Requer número pequeno de espécies e locais

• O número de variáveis ambientais precisa ser 

menor do que o número de locais

• Como esses critérios raramente são 
encontrados em estudos ecológicos, esta 
análise não é muito usada



• Mede a concordância entre duas matrizes
• Maximiza as combinações lineares por 

Mínimos Quadrados Parciais (Partial Least
Squares), diferentemente da RDA que usa 
Mínimos Quadrados

• CCA analisa a matriz de espécies por CA, 
com locais sendo pesados pela sua 
riqueza, já CoIAI permite que qualquer 
método seja usado

• Funciona bem quando as variáveis 
ambientais são altamente correlacionadas

• Permite que se use variáveis fuzzy e 
qualitativas, além das quantitativas

• Permite esquemas de peso (weigthing) 
para locais e espécies



Diferença entre CCA/RDA e Co-Inertia



Análises derivadas da Co-Inertia

RLQ

STATICO

Co-Inertia

Co-Inertia
Múltipla

Análise de 
concordância

Co-Inertia
Within & 

between class



Outlying Mean Index

• Criado por Dolédec et al. (2000): ordenação 
restrita que permite calcular largura e 
sobreposição de nicho num espaço 
multidimensional
– Permite calcular se as variáveis ambientais incluídas no 

modelo representam satisfatoriamente o nicho das 
espécies

• “mistura de CCA com RDA”
– Permite testar relações espécie-ambiente tanto lineares 

quanto unimodais

• Muito útil para investigar nicho climático
– E especialmente evolução de nicho climático



Inercia Total = Sobreposição de nicho

Tolerância = Largura de nicho

Relações lineares 
e unimodais Veja também 

Karasiewicz et 
al. 2017





Comparação do R2 
da ordenação feita 
com vários índices 

de similaridade para 
abundância



Blanchet et al. 2014



Análise para ligar atributos à 
variáveis ambientais
(veja também Pavoine et al. 
2009, Dray et al. 2014, Peres-
Neto et al. 2017, ter Braak et 
al. 2018a,b)



Meu deus o que eu faço agora? 
Não entendi bulhufas da aula, é 

uma sopa de letrinhas. 
Eu quero minha mãããe

Quem poderá me socorrer?!...Oh 
oh!!


