
Aula 9 – Modelos Lineares: 
Regressão (e correlação) linear



Ao final da aula você deverá saber:

• Breve histórico

• Introdução aos Modelos Lineares

• Equação da regressão linear (Ordinary Least Squares, OLS)
• Parâmetros estimados

• Intercepto (”a”, alpha, β0)
• Inclinação (slope: b, β, β1)

• Teste de hipótese em regressão

• Método dos mínimos quadrados (least squares)

• Tabela de ANOVA

• Coeficiente de determinação (R2)

• Pressupostos 

• Diagnose dos resíduos (inspeção gráfica)



Aula baseada em

Cap 10 Cap 5 e 6 

Cap 16
Cap 9 

Cap 6 

Cap 7 e 8 



Um pouco de história

• Francis Galton (1822-1911): Antropólogo inglês, primo de 
Charles Darwin, defendia idéias de eugenia

• Cunhou o termo ”regressão” no contexto de estudos de herdabilidade
de caracteres quantitativos em 1886

• Mediu altura de filhos e seus pais para investigar o padrão de 
herdabilidade desta característica

“the average regression of the offspring is a 

constant fraction of their respective mid-parental deviations”.







Breve histórico

• A diferença entre um filho e seus dois pais numa dada característica é 
proporcional ao desvio de seus pais da média da população. 

• Por exemplo, se seus pais são cada um 2 cm mais altos que a média 
dos homens e mulheres, em média, o seu filho será mais baixo que 
seus pais por um fator (1-R2) vezes 2 cm. 

• Nos dados de Galton, a altura de uma pessoa seria um ponto médio 
de cerca de 2/3 o desvio dos pais da média da população

• Logo, a altura dos filhos estaria regredindo à média

• Em seguida, K. Pearson trabalha no problema da correlação e 
regressão, derivando o coeficiente de regressão (r)





Define coeficiente de regressão

Karl Pearson (1857-1936)



Karl Pearon e 
Francis Galton

em 1909

h
tt

p
s:

//
w

w
w

.n
p

g.
o

rg
.u

k/
co

lle
ct

io
n

s/
se

ar
ch

/p
o

rt
ra

it
/m

w
1

6
62

2
4

/K
ar

l-
P

ea
rs

o
n

-S
ir

-F
ra

n
ci

s-
G

al
to

n



Apostila Paglia & de Marco



Correlação Linear



Relação linear entre duas 
variáveis, mas sem assumir 
uma dependência funcional 

entre as duas

Coeficiente de Correlação

-1 < r > 1



Coeficiente de Correlação

Soma dos produtos cruzados

(Covariância)

Desvio padrão das duas variáveis



Coeficiente de Correlação

Pode ser positivo ou negativo

Sempre positivo

Se o numerador for 
negativo, o r será 

negativo e vice-versa



Quinn & Keough 2002



Quarteto de Anscombe

https://rstudio-pubs-static.s3.amazonaws.com/52381_36ec82827e4b476fb968d9143aec7c4f.html

Sempre inspecione seus dados antes de fazer qualquer análise!!



Todos esses plots têm o 
mesmo coeficiente de 

correlação

r = 0.816



https://www.autodeskresearch.com/publications/samestats







https://www.tylervigen.com/spurious-correlations



Teste de hipótese do r de Pearson

• Utiliza um teste t de uma amostra:

t = 
𝑟𝑠𝑟

• Testa a hipótese nula de que t = 0

Erro padrão do r



Regressão linear simples



Objetivo de uma regressão linear

• Analisar a relação entre duas variáveis contínuas
• Qual a forma desta relação?, qual o grau de relação entre as variáveis?

• Variável preditora (X) e uma variável resposta (Y) ambas contínuas

• Predizer um valor da variável resposta com base na variável preditora

• Modelo linear
• Um dado valor da variável resposta é descrito por uma combinação linear de 

um conjunto de parâmetros (inclinação e intercepto), no qual nenhum deles 
aparece como um exponente ou é multiplicado por outro parâmetro



Equação da regressão linear passo-a-passo

Variável resposta = modelo + erro



Equação da regressão linear passo-a-passo

yi = ⍺ + βxi + ε



Equação da regressão linear passo-a-passo

yi = ⍺ + βxi + ε



Equação da regressão linear passo-a-passo

yi = ⍺ + βxi + ε

Variável preditoraVariável resposta



Equação da regressão linear passo-a-passo

yi = ⍺ + βxi + ε

Inclinação (slope)intercepto



Exemplo

Altura dos filhos = ⍺ + β*altura dos pais + resíduos



Parâmetros do modelo

• Intercepto = valor médio da variável resposta quando a variável 
preditora é zero

• Inclinação (slope) = inclinação da reta predita pelo modelo. Mede o 
quanto a variável resposta muda em função do aumento da variável 
preditora.
• Pode-se calcular o IC95% para o slope



Gráfico de dispersão
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Reta de regressão



Fig. 4.1 Quinn & Keough

População de valores 
de Y pra cada valor de 

xi tem uma distribuição 
normal, com a mesma 

variância

Será importante no 
cálculo dos intervalos de 

confiança destes 
parâmetros e no teste de 

hipótese



Teste de hipótese

• A hipótese nula que é testada na regressão linear é a de que o slope é 
diferente de zero, ou: β ≠ 0
• Mas o que diabos isso significa?

• Se não há relação entre Y e X, a reta da regressão não deve ter inclinação, ou 
seja, à medida que o X muda, o valor de Y permanece o mesmo.
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β = 0⍺
Hipótese nula



Variável preditora (X)

(Y)

β > 0

⍺

Hipótese alternativa



Variável preditora (X)

(Y)

β < 0

⍺ Hipótese alternativa



Como funciona o método dos mínimos 
quadrados

• Método para estimar os parâmetros do modelo que minimiza o 
desvio entre os dados observados e o predito

• Calcula a distância entre uma observação e o predito pelo modelo

• Minimiza a distância entre o ponto e a reta do modelo

• Essa distância é o resíduo



Fig. 5.6 Quinn & Keough

Melhor estimativa 
de y e x são as suas 
respectivas médias

É por onde a reta 
de regressão 

vai passar
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Resíduo = observado - predito

Assume que o erro de medida está na variável resposta (Y)
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https://medium.com/@aulakhkaran5a/linear-regression-b712b88bb940





Soma de quadrados dos resíduos

https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/

Quadrado 

do Resíduo 

(cada dado)

Critério de otimização 
(estimador) para ajuste 
da reta de regressão 
(Mínimos Quadrados)

https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/
https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/
https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/
https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/
https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/
https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/
https://setosa.io/ev/ordinary-least-squares-regression/


Outras formas de calcular os resíduos
Soma de quadrados tipo 2 e 3

p. 100 Quinn & keough

https://stats.stackexchange.com/questions/20452/how-to-
interpret-type-i-type-ii-and-type-iii-anova-and-manova



Diferença entre um valor 
de x e a sua média

Diferença entre um valor 
de y e a sua média

Diferença entre um valor 
de x e a sua média, ao 

quadrado

*



Média de Y

Slope

Média de x



Cada valor individual de Y

Valor predito de Y pelo 
modelo (reta)



Quinn & Keough 2002



Quinn & Keough 2002

68.09-0.6463*68.31 =
23.94153

0.64629 0.04114

2.81088

2.239
Vetor para 
cada observação

Dados para o exemplo de altura dos filhos e pais de Galton



Teste de hipótese

• Estatística do teste:

t = 
𝛽−0𝐸𝑟𝑟𝑜 𝑝𝑎𝑑𝑟ã𝑜 𝛽

Teste t para uma amostra

Usada para testar a hipótese nula de que β = 0



Teste de hipótese

t = 15.711

Valor para o 
conjunto de dados 
original do Galton

Distribuição t



Tabela de Análise de Variância

- Particionando a variância total em componentes 
explicados e residuais -



Tabela de ANOVA generalizada para modelos 
lineares

Tabela 4.2 Quinn & Keough 2023



Particionando a variância numa regressão

• Como todo modelo linear, numa regressão também é possível 
particionar a variância total (soma de quadrados) num componente 
explicado pelo(s) preditor(es) e num erro

• Chamamos isso de tabela de ANOVA

• Aqui, ao invés de testar a hipótese nula utilizando um teste t de um 
parâmetro, usamos o teste F com os mesmos graus de liberdade
• O teste F neste caso compara um modelo utilizado a um em que só o 

intercepto é incluído
• F = t2

• Numa regressão, isso é feito particionando a soma de quadrados:
• SQtotal = SQregressão+ SQresíduos

• GLtotal = GLregressão + GLresíduos



Particionando a variância numa regressão

• No entanto, a SQ é dependente do número de observações, e 
aumenta com o aumento das observações

• Logo, precisamos de uma medida de variabilidade independente do 
número de observações
• Este é o Quadrado Médio (Mean squares)

• Porém, o Quadrado Médio (QM) não tem a mesma propriedade 
aditiva, como a SQ
• QMregressão + QMresíduos ≠ 𝑄𝑀𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

• O QMresíduos estima a variância do erro (𝞼2
ε)





4640.3 926

927 1236.931236.9

5.01

9265877.2

5.005

Dados para o exemplo de altura dos filhos e pais de Galton



Coeficiente de determinação

1236.9/5877.2
= 0.2105

1-4640.3/5877.2
= 0.2105

A variação na altura dos pais explicou cerca de 21% da variação 
da altura dos filhos. Os outros 79% são devidos a outros fatores 
(nutrição, aleatoriedade, genética não mendeliana simples, etc.) 

que não medimos 

0 < r2 > 1

r2 = r Pearson 
ao quadrado 



pela altura dos pais



https://www.explainxkcd.com/wiki/index.php/1725:_Linear_Regression



Pressupostos dos modelos lineares

• Variâncias homogêneas dos resíduos

• Relação entre X e Y é linear

• Variável preditora (X) é medida sem erros (Soma de Quadrados tipo I)

• Resíduos independentes e identicamente distribuídos (i.i.d)
• Seguem uma distribuição normal
• E[e]= 0 e Var[e] = 𝞼2

• Independência das unidades amostrais
• Pseudoréplicas, lembram da última aula?

p 275-7 Gotelli & Ellison
Pag. 360-1 Zar
Pág 92-3 Quinn & Keough



Diagnósticos dos resíduos

P. 94-6 Quinn & Keough



Homogeneidade de 
variância

Normalidade

Homogeneidade de 
variância (com resíduos 

padronizados)

Valores extremos 
(ouliers)



No R:
par(mfrow=c(2,2))
plot(modelo)

Dados para o exemplo de 
altura dos filhos e pais de 
Galton



Normal Não linear

Quadrático
Heterogeneidade 

de variância

Gotelli & Ellison



Outras formas de regressão

• Não-linear simples (relação entre Y e X dado por um parâmetro elevado a alguma 
potência)
• Quadrática
• Polinomial 
• Exponencial

• Linear múltipla (Y~X1+X2+...Xn)

• Logística

• (semi)Parcial => particiona a variação em termos dos preditores isolados e em conjunto
• Ponderada (weigthed regression)

• Robusta

• De quantis (ajusta uma reta pra cada parte dos dados)

• Step-wise regression => utiliza um critério de seleção para incluir/remover preditores

• Árvore de regressão (regression tree)

• Análise de rotas (Path analysis) => diagrama de relação entre as variáveis

• Partição hierarquica



Regressão múltipla

• Relaciona vários preditores à variável resposta

• Coeficientes de regressão parcial (padronizados) => influência de cada 
preditor na resposta

• Problema com multicolinearidade
• Como diagnosticar? Variation Inflation Factor (VIF)

• Modelo fica mais complicado à medida que se adiciona preditores

• Normalmente se usa o R2 ajustado, que leva em conta o número de 
variáveis e unidades amostrais

R2 ajustado



Resultados_____________________________

Temperatura do ar 
afetou a riqueza

(r2=0.516; F(2,9)=4.811; 
P=0.07

Abundância Riqueza

(r2=0.823; F(2,9)=21.05; 
P=0.048



Regressão polinomial



Árvore de regressão
- Uma boa alternativa 

para regressão múltipla



Análise de rota
(Path analysis)



Recapitulando

• Correlação linear mede grau de associação entre duas variáveis 
contínuas
• r de Pearson varia de -1 a 1, sendo 0 significando ausência de relação

• Regressão linear é um modelo linear em que o preditor é uma 
variável contínua

• É possível participar a variância num componente explicado pelo 
modelo e num resíduo 
• R2 mede o quanto o(s) preditor(es) explicam a variável resposta

• Atenção para os pressupostos!
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